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Anotacija. Siame darbe sudarytas Monte—Karlo Markovo grandiniy algoritmas daugiamaciy
rety jvykiy dazniams vertinti. Rety jvykiy tikimybés logitai modeliuojami Puasono skirstiniu, kurio
parametrai pasiskirste pagal daugiamatj normaluji désnj su nezinomais vidurkiy vektoriumi ir
kovariacijy matrica. Nezinomy parametry jveréiai gaunami didZiausio tikétinumo metodu. I$vestos
lygtys, kurias turi tenkinti modelio didziausio tikétinumo parametry jverciai. Vertinamos
kovariacijuy matricos teigiamas apibréztumas kontroliuojamas apskai¢iuojant matricos didziausios ir
maziausios tikriniy reik§miy santykj.

Pagrindiniai ZodZiai: Monte—Karlo Markovo grandiné, Bajeso metodas, tikétinumo metodas,
Puasono—Gauso modelis.

Ivadas

Bajeso metodas pladiai taikomas jvairiems sprendimo pri¢émimo uzdaviniams spresti bei
verslo ar finansiniy rodikliy vertinimui (Bradley ir Thomas, 2000, Clayton ir Kaldor, 1987,
Chen, 2009; Liseo ir Loperfido, 2003; Tsutakawa ir kt. 1985). Monte—Karlo Markovo
grandinés (Markov Chain Monte Carlo, MCMC) yra kompiuterinio imitavimo budas
daznai taikomas nezinomiems parametrams jvertinti. Siame darbe pasinaudojant Puasono—
Gauso modeliu konstruojamas Monte—Karlo Markovo seky algoritmas, skirtas keliy rety
ivykiy tikimybéms vertinti. Pavyzdziui, gali bati nagrinéjami draudiminiai jvykiai (skirtingy,
automobiliy rasiy avarijy skaic¢ius), susirgimy ar mirties atvejai populiacijoje. Aposteriorinis
jvykiy dazniy skirstinys yra sudaromas Bajeso metodu. Darbe nagrinéjamas logit modelis,
kuriame nepriklausomas kintamasis & iSreiskiamas per nagrinéjamo jvykio tikimybe P :

P
a=In 15’ (1)
¢ia P yra tikimybé, kad priklausomas kintamasis jgys reiksme 1, o (1—P) — tikimybé¢, kad
priklausomas kintamasis jgys reikSme¢ O (Altaleb ir Chauveau, 2002; Pearce, 2006). Vieno
jvykio vertinimo algoritmas panaudojant Bajeso metoda buvo sudarytas Bradley ir Thomas
(2000), Clayton ir Kaldor (1987), Tsutakawa ir kt. (1985).

1. Puasono—Gauso modelis

Tegul turime generaling imtj ®=(6,,6,,...,6, ), sudaryta i§ K populiacijy ir kiekviena
populiacija @, turi N; individy, j =1,K . Tarkime, kad stebéjimo metu populiacijoje gali

jvykti tam tikri nepalankiis jvykiai (draudiminio jvykio, susirgimo, mirties,...). Tiek
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statistinio modelio parametrai, tick stebéjimai i esmés nesiskiria — abu yra atsitiktiniai
kintamieji. Tikslas yra jvertinti nepalankiy jvykiy tikimybes P", kai Y yra stebétas m-tojo
jvykio pasirodymy skai¢ius, j=1,K ir m=1,M . Dél dideliy populiacijos apimties N j

m

skirtumy, paprastas santykinis jvertis 1 ne visada tinka. Todél nagrinéjamas empirinis
i

Bajeso metodas, taikant rety jvykiy tikimybéms modeliuoti empirinj Bajeso Puasono—

Gauso model;.

Empiriniame Bajeso metode priimama, kad m-tojo jvykio j-tojoje populiacijoje skaicius
Y" pasiskirstes pagal Puasono désnj su parametru 2] =N;-P", 1<m<M, ty., su tankiu
(Bradley ir Thomas, 2000; Clayton ir Kaldor, 1987; Tsutakawa ir kt., 1985):

o ()
fym ar)=e” G j=1...K. )
17 m ree
iYJ- j!

Puasono—Gauso modelyje priimama, kad jvykiy tikimybiy logitai populiacijose yra
pasiskirstg pagal daugiamatj Gauso désnj su parametrais g, Q (Bradley ir Thomas, 2000),
t.y., logit skirstinio (1) tankis

g(a,,u,Q)z exp( (05 H) Q M(O‘ /l)) 3)
()
Tikimybés P" jvertis yra apskaiciuojamas aposterioriniu vidurkiu
+00 1 M N X
flym, —! a, 1, Qa
N _-[cl+ R lm! ( " lpemo Jg( QN

P" = ’

D j(ﬂ’Q)

(4)

V.
Cla

+0 M N. p— N
Dj(,u,Q)zIHf(ij,lJre‘_am]g(a,,u,Q)ja, j=1LK, m=1M (5)

Taikant Bajeso metoda statistikoje daznai tenka minimizuoti tam tikras funkcijas,
iSreikstas per aposteriorinio tankio integrala. Taigi, tegul nezinomi parametrai x4, Q yra
vertinami didziausio tikétinumo metodu (Bradley ir Thomas, 2000; Tsutakawa ir k.,
1985). Gaunama, kad logaritminé tikétinumo funkcija yra:

'—(MQ)??”[TIM[“(YT, i Jg(a,ﬂ,Q)daj?jZKl:'“(Dj(u,Q))’ (6)

oma 14+e™n

kurig minimizavus gaunami parametry g, Q jverdiai.
2. Didziausio tikétinumo funkcijos i$vestinés

Tikétinumo funkcija (6) gali bati diferencijuojama daugelj karty pagal parametrus
4, Q. Nesunku jsitikinti, kad $ios funkcijos pirmos cilés isvestinés yra:
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) jEla uIM[f Y"‘Lg(a,u,Qﬁa
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I$vestines (7), (8) prilyginus nuliui, gaunamos lygtys, kurias tenkina Puasono—Gauso

]g<a wiba

modelio parametry jveréiai:

jaﬁf[Y”‘ ) jg(a,,u,Q)ia

__i K m=1

“Tk JZ; D} (MQ) ’ v
f(a ) — ) H f[Y,”L,1 Jg(a QHa
= (10)

3. Puasono—Gauso modelio parametry jverciai

DidZiausio tikétinumo jverdius z, Q galima apskai¢iuoti kvazi-Niutono metodu
(Dennis ir Schnabel, 1996), pasinaudojus (6), (7), (8) iSraiskomis. Be to, didZiausio
tikétinumo funkcijos minimizavima ir integravima galima atlikti pasinaudojus matematine
programine jranga MATHCAD, MAPLE ir pan. Panagrinésime , fiksuoto tasko iteracijy”
metoda parametry x4, Q didziausio tikétinumo jveréiams rasti, pasinaudojus lygybémis (9),
(10) (Kantorovich ir Akilov, 1982):

+00 N.
fly,— M, Q
1 i_'[aa L ! 1+e_an(a # t)ja (11)
Ha K j=1 Dj(Qt’Zt)
1 & j(a_ﬂtxa_ﬂt)Tf[YJ 1+ ]g(a 1y, €2 b(l
Qul:*z_w (12)
K =1 Dj(/'lt'Qt)

Integralus  (4)-(6), (11)-(12)  galima apskai¢iuoti pasinaudojus Ermito—Gauso
kvadratirinémis formulémis (Abramowitz ir Stegun, 1964). Lygybése (11), (12) galima
paimti tokj pradinj taska (z,, Q,):

My = P 5 (13)

(14)
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4. MCMC algoritmas

»Fiksuoto tasko“ algoritma (11), (12) galima realizuoti Monte—Karlo Markovo
grandiniy metodu. Tegul, sugeneruota 1 grandziy ir kickvienoje apskaiciuoti jverdiai
M, Q,, paémus pradines reik§mes (13), (14). Kickvienoje grandyje generuojami
daugiamaciai Gauso vektoriai o ik~ N(,ut,Qt), k=1...,N' &a N' yra imties taris t-
toje grandyje. Sickiant i$vengti skai¢iuojamujy problemu, galin¢iy atsirasti dél labai mazy
tarpiniy, rezultaty reik$miy, skai¢iuojant integralus tiesiog pagal formules (4)—(12) jvedama

pagalbiné funkcija
v N,  m N, . N (e o —e ) 1+e
r(@)=mTTf. " —2)T]f. " — = ‘ +Y™-In
‘(a) (lm_! i 1+e‘“m) lm_:! i 1+e7#n )J ;(He‘”m X1+e“’m) ! (1+e“’m
(15)
Toliau apskaiciuojamos sumos:
RIEDINACINE (16)
k=
~ N2
~ X D;
D2j ZE rj(aj’k)—m s (17)
URSIIIRCIN (18)
qt 9 ~t ~t |l
Si = (aj,k _mj)'(aj,k _mj) 'r(aj,k)’ (19)
P
N r(agy)
Pim=2 (20)
b kz_lll+e pem
pagal kurias gaunami sekancios iteracijos jverciai
1.&m;
t+1 J
=) =, 21
5 @y
)
ZtJrl - = TJ) (22)
K ; D;
tikétinumo funkcijos jvertis:
K —_—~
i1

jos imties dispersijos jvertis:
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k[ D2% N
t_ j _
d _,-Z_ll B 1|, (24)
j
jvykiy tikimybiy populiacijose jverciai:
~ pt
t _ Fim
Pin= 5 (25)
j

Algoritmo stabdymui jvestas kriterijus, skirtas patikrinti hipotezei apie vidurkiy ir
kovariacijy matricy sutapima dviejose gretimose iteracijose:

o coplot @) e (st - ) (@) (- ) -w)

H' = ~——-[In
D2} oy

(26)

Eksperimentiniai tyrimai ir teoriné analizé parodé, kad esant pakankamai dideliam
imties tariui tikétinumo funkcijos maksimumo taske Sis kriterijus yra pasiskirstgs pagal

M(M +3)

FiSerio désnj su v = laisvés laipsniy.

Algoritmas stabdomas, jei stabdymo kriterijus nepriestarauja hipotezei apie vidurkiy ir
kovariacijy matricy sutapimga dviejose gretimose iteracijose:

H'<F,, (27)

tikétinumo funkcijos pasikliovimo intervalas yra mazesnis uz pasirinkta maza reik$me ¢ :

dt
2-777- N—Se, (28)

a, y yra atitinkami FiSerio ir normaliojo skirstinio kvantiliai, ir kovariacijy matricy jverciy
didziausios ir maziausios tikriniy reik§miy santykis ne daugiau 10.

Jei nors vienas stabdymo salyga néra tenkinama, generuojama nauja Monte—Karlo imtis.
Imties tarj galima reguliuoti pagal taisykle (Sakalauskas, 2000):

N'-v

N > ? . Fﬂ’v , (29)

¢ia Fj, — Fiserio skirstinio kvantilis, # — pasikliovimo lygmuo. Sitokios taisyklés taikymas
leidZia racionaliai parinkti imdiy tiarj Monte—Karlo Markovo grandinéje ir kartu uztikrina

konvergavima j tikétinumo funkcijos maksimuma.
5. Kompiuterinis modeliavimas
Sudarytam algoritmui patikrinti buvo atliktas kompiuterinis eksperimentas. Sugeneruota

imtis @= (91, 0,,...,0 ), sudaryta i§ K =10 populiacijy, kuriose galéjo jvykddt M =3
jvykiu, kai tikimybiy logitai pasiskirst¢ pagal daugiamatj Gauso désnj su parametrais:
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-3 025 0 0
u=|-4; ==l 0o 025 o0 | (30)
5 0 0 025

Toliau buvo sugeneruota t =100 Monte—Karlo Markovo grandziy pagal (15)—(20),
(29) israiskas. Siekiant iSvengti labai mazy arba labai dideliy imties tirio reik§miy, buvo
taikomos ribos: 500 < N* <17000.

Sprendinys pradéjo konverguoti jau po t=6 iteracijy. Gautos parametry reikSmés

pateiktos 1 lenteléje:

1 lentelé. Parametry jverciai.

Iteracija " s s Tikslo Pasikliovimo Imties Statistika
funkcija intervalas tiiris
1 -2,96 | -4,29 | -5,52 -62,90 5,57 500 9,55
2 -2,89 —4,04 -5,27 -396,58 4,81 500 6,18
3 -2,91 —4,03 -5,19 —420,42 2,97 500 3,86
4 -2,90 | -4,04 | -5,16 —424,87 3,2 500 0,35
5 -2,91 —4,04 -5,13 —428,05 1,57 2963 1,41
6 -2,90 | -4,04 | -5,14 —427,57 1,32 4383 0,32
7 -2,91 | —-4,04 | -5,13 —425,54 0,75 13 986 0,40
8 -2,91 | -4,04 | -5,14 —425,33 0,75 14 345 0,40
9 -2,91 | —-4,04 | -5,13 —425,71 0,75 13 525 0,84
10 -2,91 | —-4,04 | -5,13 —426,47 0,75 15135 0,22
I$vados

Darbe sudarytas MCMC algoritmas, pasinaudojus statistiniu stabdymo kriterijumi ir
imties tario reguliavimu. Atlikus skai¢iavimus, gaunami nezinomy parametry jverciai ir
tikimybés. Sudarytas algoritmas gali bati taikomas socialiniy ir medicininiy duomeny

analizei.
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MULTIDIMENSIONAL RARE EVENT PROBABILITY ESTIMATION
ALGORITHM
Leonidas Sakalauskas, Ingrida Vaiciulyte
Summary

This work contains Monte—Carlo Markov Chain algorithm for estimation of multi-
dimensional rare events frequencies. Logits of rare event likelihood we are modeling with Poisson
distribution, which parameters are distributed by multivariate normal law with unknown
parameters — mean vector and covariance matrix. The estimations of unknown parameters are
calculated by the maximum likelihood method. There are equations derived, those must be satisfied
with model’s maximum likelihood parameters estimations. Positive definition of evaluated
covariance matrixes are controlled by calculating ratio between matrix maximum and minimum
eigenvalues.

Key words: Monte—Carlo Markov Chain, Bayesian method, likelihood method, Poisson—
Gaussian model.
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